Prednaska 13

13.1. Integraly na varietach (plosné integraly)

Aby sme mohli odvodit’ vzorec pre ploSny obsah “krivej” k-plochy, budeme potrebovat’ vyjadrenie tohto obsahu
pre tzv. k-rovnobeznosteny, akési k-rozmerné rovnobezniky. Z algebry vieme, Ze ten je dany jednym bodom

x" € R" a k nezdvislymi vektormi x; € R”, i = 1,..., k. Je to vlastne mnoZzina bodov

k
Px%,x,...,X;) = {XER" DX = X0+Zt,~X,~, t;€(0,1),i = 1,...,k}.
i=1
Zrejme pre r = 3 je to pre k = 1,2, iseCka resp. rovnobeZnik. Zrejme posun nemdze mat’ vplyv na objem a tak
staCi uvaZovat’ k nezavislych vektorov. Objem v jednorozmernom pripade je samozrejme dizka vektora x;, teda
Vi = |xy|. d’alej ozna¢me h; kolmicu spustent z konca vektora X j,; na podpriestor lin(xy,...,x;), j=1,...,k-1.
Potom zrejme V, = Vi|h| a teda V; = V;_|h_;|. Dokopy teda mdme V) = |x;||lhy]...|h;_{|. AvSak kolmicu h,

modZeme vyjadrit’ ako h; = X, — ax;. Z podmienky kolmosti vektorov x;, h; mame

_ (X2, X1)
x|

TakZe plati V7 = [x1[*[x2|* — (X1, X2)%, €0 je zrejme determinant matice

[ (X1,X1) (X1,X2) ]

(X2,X1) (X2,X2)

Podobne sa ukdZe vzorec pre k-rozmerny pripad. Dostaneme tak definiciu
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{Deﬁnicia 13.1.1.]

Nech k € {1,2,...,n}, potom pre k vektorov z R" definujeme Grammovu maticu (determinant - gra-

mian)

G(Xl,..

LX) =

(X1,X1) (X1,X2)

(X2,X1) (X2,X2)

(X, X1)  (Xp, X2)

(X1, Xp)

(X2, Xp)

(Xg, Xp)

r—[Poznémka 13.1.2.]

Gramova matica je vlastne sti¢in matic X’ X a taktieZ sa d definovat’ pomocou zovSeobecnenia vek-

torového sucinu.

Ak je Q ortogondlna matica (fj. Q'Q = QQ' = I « QT = Q™), potom G(Qx,...,Qx;) =
G(Xy,...,X;) pre vSetky x;,...,X; € R".

 Definicia 13.1.3.

Nech v!,...,v""! si linedrne nezévislé vektory z R”. Ich vektorovym si¢inom nazyvame vektor
v = [vl,...,v""!] s i—tou zlozkou v; := (=1)""det V;, kde V; je matica, ktord dostaneme z matice
(vl,...,v" ) vynechanim i-teho riadku.

r—[Poznémka 13.1.4.]

Plati

2
v ovp . V) €

Ak n = 3, tak ide o Standardny vektorovy sucin.
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[Veta 13.1.5 (Vlastnosti vektorového sﬁéinu).]

Vektorovy sucin [v!,...,v""!] m4 tieto vlastnosti
a) je linedrnou funkciou kazdej premennej
b) zdmena dvoch premennych zmeni iba znamienko sticinu

¢) sucin je jednoznacne uréeny vzt'ahom

1

v,....,v"']- y = det(vl...v”_ly), Yy e R"
d) je ortogondlny ku kazdému z vektorov v!, ..., v*!
e) Ive, ..., v P =det(v! ... v I[vE, ..., vl))
) [v,...,.vvl1=0 o v,...,vlsiLZ
g) jeho dizka je rovna plo§nému obsahu rovnobeZnostena, uréeného vektormi v', ..., v"~!
h) baza {v',...,v*"!, [v!,...,v""!]} je stihlasne orientovana s kanonickou bézou, tj.
~ Poznimka 13.1.6.
Takyto vektor je nenulovy a teda naozaj dopliiuje systém v!, ..., v"! na bdzu v R".

Zrejme z g) plati det G(v!,...,v"") = ||[v!,...,v"" ]|~

~~~~~~

nie je vektorom - vid’ tedria diferencidlnych foriem.

Pre k-rovnobeZznosten P(x’, x,, ..., x,) plati

Si(P) = ydetG(xy,...,x,) >0,

kde pre k = n kladieme S ,(P) = A,(P).
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Matematicka analyza pre fyzikov Ill. o (s

( Definicia 13.1.8. )

Akjeprek € {l,...,n— 1} M k—rozmerna varieta (s parametrizdciou F : A ¢ R¥ — M c R"), potom

OF OF
Si(M) := \/d tG(a - 8_tk)dt’

A

aintegrdl 1. druhu cez mnoZzinu M z funkcie f : M — R

oF OF
fodS = ‘f;‘(F(t))\/detG((,)tl,...,atk)dt,
A

ak tieto integrdly existuju.

Pri integrovani na varietdch uvaZzujeme iba orietovatel'né variety. Heuristicky pristup pre dvojrozmerné plochy
je takyto: Vezmime za M 2-plochu v R?® danid zobrazenim ¢ : I = (0,1)> — R3. Rozdel'me $tvorec I na nm

obdi7nikov o stranich Aty = 1/n, At, = 1/m s vrcholmi t/. Potom pre dost’ vel'ké m, n bude platit’ (preto?), Ze

So(M) = f \/d tG| =, 2= dt Z d tG(—(t) —¢(tf))At1At2—

0,1)?

= Z detG(At1—¢(tJ) Al2—¢(tj))

Kazdy scitanec tohto suctu je rovny plosneho obsahu rovnobeZnika, ktory lezi v dotykovej rovine k M v bode
#(t/). Teda kiisky plochy M nahradzujeme rovnobeZznikmi v dotykovych rovindch k M v prislu$nych bodoch,
ktoré nésledne sCitame. Pre integrdl z funkcie f je to rovnaké, akurdt ploSny obsah eSte ndsobime hodnotou
funkcie f v prislusnom bode ¢(t/).
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~ Poznamka 13.1.9. \

K tomu aby sme mohli pocitat’ musime formélne do symbolu fM fdS dosadit’ prislusné veli¢iny na

bl

pravej strane v definicii, tj. defini¢ny obor A zobrazenia F, hodnoty f(F(t)) a ’ploSny” element

/ OF
ds = detG(E(t)).

~ Poznamka 13.1.10. \

Ak k = 1 ide samozrejme o krivkovy integrdl 1. druhu. Ak k = 2 tento integrdl nazyvame ploSny
integral 1. druhu.

Zrejme sa zdkladné vlastnosti viacndsobnych integrdlov prendsaju na integrdly na varietach.

~ Poznamka 13.1.11.} \

Je dobré si pamitat’ niektoré vyjadrenia ploSného elementu dS':

F OF
o Ak st T 8_tj ortogonélne na A, potom

-1
i=1

OF
— || dz;,
ot; H

(Gramova matica je diagondlna).
F
e Prek=1jedS = ds:‘i—t‘ dr.

e Prek=2,n=3je dS = VEF — G*dt, dr, (uz spominany vzorec - geometrické aplikdcie mnoz.

integrélov, 1v).

OF OF
e Prek=n-1jeto dS = H [a—tl(t),..., 0tn_1(t)]

a
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Jozer KISEDAK

Matematicka analyza pre fyzikov lll.

~ Priklad 13.1.12.}

Majme sférické siradnice v R3. Tie s ortogondlne, tak sa I'ahko ukaZe, Ze plati dV = dS dp. Ale
taktieZ vieme, Ze dV = p?sin¢dpd¢df. Z toho hned mame dS = pysin ¢ d¢ d6 pri fixovanom p

(sféra).

~ Priklad 13.1.13.]

Spocitajme integral

I= f(x2 +y%)ds,
M

kde M je &ast kuZel ovej plochy f(x,y) = y/x2+32, 0 < x*> +y* < 1. Ked Ze ide o explicitne dand

varietu, dostaneme

I= f (% +7) \/1 + (02 + (f)*d(x,y) = V2 f (F +y%) d(x,y) =

0<x2+y2<1 0<x2+y2<1

21 1
= «Ef fp3d(p,¢)=n/\/§.
0 0

[Veta 13.1.14 (O nezavislosti na parametrizécii).]

Nech M je k—rozmern4 varieta s dvoma parametrizdciami F: ACRF - M c R, G: BCRFK - M C
R". Nech f : M — R, potom

OF OF oG oG
j:‘(F(t)) \/detG(a_tl’ s 0—f}{)dt = j:‘(G(T)) \/detG(a—Tl, e a—Tk)dT-
A B
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Jozer KISEDAK

Matematicka analyza pre fyzikov lll.

~ Priklad 13.1.15.)

Majme varietu V = {(x,y,z) € R* : x> +y> = 1} = S! x R (valec). Chceme spoéitat’ integral

I= fv(x2 +y? + 257" dS. Na cviéeni sme si ukdzali, Ze tdto varieta mdZe byt pokrytd jednym atlasom
(@, U): o(u,v)=w/r,v/r,tan(r — n/2)), u € (—n,n), P =u? +2

Avsak spocitat’ Gramovu maticu pre takito parametrizaciu nie je jednoduché (mdzete skusit’). Ind
parametrizicia je

W, W): y(u,v) = (cosu,sinu,v), u € (-m,m), veR,

ktord vSak nepokryje cely valec. Gramova matica v tomto pripade je diag(1l) a teda determinant je

T du,v) 2
I: :2 .
‘[ﬂ‘le+v2 d

PreCo vSak mdzZeme pouZzit’ tito paramterizaciu?

rovny 1. Z toho hned’ mdme

~ Désledok 13.1.16. }

e Ak varieta M je dand explicitne grafom funkcie

X = f(x1,x2,..

n g 2
deS :fF(xl,xz,...,xk_l,f(i),xk+1,...,xn)Jl+ Z (6_f) dx.
M D = Xi

i=1,i#k

s Xjels Xt 1s - - -5 X)) = f(X), X € D cCR"!, potom

oH
e Ak varieta M je dana implicitne rovnicou H(x) = 0, . # O na M a je projekcia r variety M do
Xk

priestoru (X1, X2, ..., Xg—1, Xkt 1, - - - » X) Prosta, potom
VH
f Fds = f i bl T
M (M) |OH [ 0x|

kde funkcie na pravej strane sa bert v odpovedajticich bodoch 77! (X).
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Jozer KiSEDAK

Matematicka analyza pre fyzikov lll.

~{ Definicia 13.1.17. )

Povieme, Ze M C R” je zovSeobecnend varieta dimenzie k € {1,...,n — 1}, ak je zjednotenim konec-
ného poctu disjunktnych variet My, ..., M, (rozklad variety M), kde M; je dimenzie /; € {0,...,k} a

asponl jedna z nich je dimenzie k. MnoZiny M; nazyvame komponentami rozkladu variety M.

~{ Definicia 13.1.18.

Nech M c R" je zovSeobecnend varieta dimenzie k a My, ..., M, jej rozklad. Potom definujeme plosny
obsah plochy M ako S (M) := };S(M;) a integral z funkcie f cez M predpisom

fodS ::Zf%fds,

kde sc¢itame cez také i, pre ktoré je M; k-varieta.

,—[Veta 13.1.19 (O nezdvislosti rozkladu).]

Nech M c R" je zovSeobecnend hladk4 varieta dimenzie k, M,,...,M; a Ny,..., N, su dva jej roz-
klady. Potom

ZLideszzvjde

(sCitame cez také i, j, pre ktoré su to k-variety.)

Poznamka 13.1.20.

Integral fM fdS existuje, ak je S(M) < co a f je spojitd a ohraniend na M, alebo je ohraniCend a

nezdpornd na M.
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Z
ay
dr, dr’ [z
sdu ” dv o [ [Tt
, n - e~
dr AWey 2
d du ol 48 \
t L <
e N > |
] ds ™ \ /
e a»-"‘ S/
' dv ™ au
dv Y
0
. X
(a) Plosny element pre ploSny integral 1 druhu. (b) Plodny element pre plo$ny integral 2 druhu.
Obr. 13.1: Plo$né elementy.
~ Priklad 13.1.21. ] ,

Spocitajme integral [ = fK xyzdS, kde K je povrch kocky [0, 1]°. Kocku je mozné rozdelit’ na 6 stien,
12 hrén a 8 vrcholov. Samozrejme vypocet ovplyvnia iba 2-rozmerné komponenty (steny). Na 3 z nich
je integrovand funkcia nulova. Na zvysSnych 3 je integrdl rovnaky a tak staci zritat’ integrél iba cez
1 z nich. Zoberme M3 = {(x,y,z) : x € (0,1),y € (0,1),z = 1}, ktord je dana explicitne pomocou
f(x,y) = 1. Zrovnosti dS = \/1 +(f)? + (f)?d(x,y) = d(x,y) mdme

1
1/3 = f xyd(x,y) = T

(0,1)>

Motivéciou pre definiciu plo$ného integrdlu vektorového pol'a bola rada problémov v prirodnych vedach -
predovsetkym v tedrii pol'a a pridenia. Tento integral je varidciou plosného integrdlu zo skalarnej funkcie a

predstavuje istd analégiu ku krivkovému integralu vektorového pol a.
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 Definicia 13.1.22.

Ak je M n—1rozmern4 orientovana varieta (s parametrizdciou F : AcR*! - M c R*)af: M —» R",

potom definujeme integral 2. druhu cez mozinu M z pol'a f ako

OF oF
‘[Mf- ds := fAf(F(t)) . [a_tl""’ 5fn—1] dt.

~ Poznamka 13.1.23.} \

Tento integrdl je moZné zapisat’ aj pomocou diferencidlov (tedria diferencidlnych foriem). Napr. pre
n =2 je M krivkou a

f £ ds = f Fixr ) A — folxr, x2) dxr.
M M

(Pozor na zdmenu s integralom fM f-dr= fM Ji(x1, x2)dx; + fo(xy, x2) dx,). Pre dimenziu n = 3 je to

zasa

f f-dS= f S1(x1, x2, x3) d(x2, x3) — fo(xy, X2, x3) d(x1, X3) + f3(x1, X2, x3) d(x1, X2),
M M

resp.

f f-dS= f fl(x,y’Z)d(y,Z) +f2(x,)’a2)d(2,x) +f3(x,y,2)d(x,)’),
M M

kde vSak ide v naSom pripade skor o symbolicky zdpis, ked’Ze nepoznidme teériu diferencidlnych

foriem a tzv. vonkaj$i sucin.

Definicia integrdlu vektorového pol’'a je ekvivalentna s definiciou, pre ktord potrebujeme pojem norméalového
pol’a na danej variete. Kazda Standardné varieta m4a prave dve jednotkové normalové polia s navzdjom opacnou
orientdciou. Konkrétnou vol'bou jednotkového normalového pol’a vlastne volime jednu z dvoch moZnych strdn

elementarnej plochy. Hovorime preto, Ze jednotkové normalové pole urcuje jej orientaciu.
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[Veta 13.1.24 (Vzt ah medzi integrdlom prvého a druhého druhu).]

Nech M je k—rozmernd varieta s parametriziaciou F : A ¢ R¥ — M < R” kladne orientovanou
vzhl'adom k (spojitému) normélovému pol’'u k variete M,

a—h,...,—atnl

H[aﬁ ot 1] H

af: M — R" je vektorové pole (g : M — R je skaldrne pole). Potom

ff ds = fdeS (fgdS ng dS)

ak aspon jeden z integralov ma zmysel.

[E)F OF ]
Nx) =

~ Désledok 13.1.25.

e Ak varieta M je dand explicitne grafom funkcie

x3 = f(x1,x), (x1,x) € U CR?, potom

fF-dS:if[ Flof—f—onf—f+F30f d(xy, x2),
M U

kde znamienko urcuje orientacia

oOH
e Ak varieta M je dand implicitne rovnicou H(xy, x,, x3) = 0, . # 0 na M a je projekcia 7
X3
variety M do priestoru (x;, x;) prostd, potom

0H/0x; 0H/0x,
F-dS= F + F + F5| d(x1, x2),
fM LM)[ YoH/dx;  ‘OH/0x3 (1, %)

kde funkcie na pravej strane sa berd v odpovedajicich bodoch 77! (x1, x,).
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I Fcosé
™
R

\

—

Fsin 0

dS= ndS
dScosd ;

d&sing

F-ds

= (Fcosp dS
= H(dScos#f) dScosg

Obr. 13.2: Tok cez plosny element dS. VI'avo: VSetok tok vychddza von. Vpravo: Redukcia toku prechddzajiceho

povrchom mdZe byt’ zobrazend redukciou F alebo dS.
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